Binomialfordelingen

En binomial proces er et stokastisk forseg med to udfald som foretages et be-
stemt antal gange. De to udfald, som ofte kaldes succes S og fiasko F, kunne
f.eks. veere om en bestemt heendelse sker eller ikke sker og man vil herfra un-
dersoge sandsynligheden for at en heendelse sker et bestemt antal gange ud af
et bestemt antal forseg.

Et eksempel pa en binomial proces kunne vere et terningkast af en 6-sidet
terning hvor heendelsen at sld enten en etter eller en sekser vil vaere en succes
s : u € {(J,8} og alle andre udfald, dvs. den komplimenteere heendelse, vil
veere en fiasko F : u ¢ {{J,E}. Sandsynlighederne for hhv. en succes P(s) og
en fiasko P (F) er givet ved:

P(s) = Pluc {B.8)) — 2 -
P(e) = P(ud (B.8)) = 1-
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Betragter man nu 5 terningkast af den 6-sidet terning hvor man er interesseret

i hvad sandsynligheden er for at fa i alt 3 succeser (dvs. enten en etter eller en
sekser) ud af de 5 kast.

Hvis man starter med succeser i de tre forste kast dvs. kastene (1, 2, 3) sa udfal-
dene af de 5 kast er (S, S, S, F, F), kan sandsynligheden for dette beregnes ved
multiplikationsprincippet:

P((s.5,55F) -3 3-(1-1) - (1= })
O
~ 1.65%

Der er dog flere forskellige mader hvorpa man ud af 5 kast kan fa i alt 3 succe-
ser. En anden méde at ville veere at have succeser i kastene (1, 2, 4) sa udfaldene
af de 5 kaster (S, S,F, S, F).

P((s,s,F,s,F)) =1 3
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Det ses at den beregnede sandsynlighed for de to forskellige mader — og faktisk
alle de forskellige mader — som man kan opna 3 succeser, resulterer i samme
sandsynlighed. Sa for at beregne den samlede sansynlighed for at opna 3 suc-
ceser skal sandsynligheden for 3 succeser og 2 fiaskoer ganges med antallet
af forskellige kombinationer som dette kan ske. Antallet af kombinationer kan
beregnes ved at betragte de 5 kast hvoraf, der skal udtraekkes 3 succeser hvor
reekkefolgen er ligegyldig. Dette gores netop ved at anvende formlen for for-
skellige kombinationer i en ligegyldig reekkefolge:

5!

KG:3) =55 a1 —
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Seettes ovenstaende beregning sammen til en beregning kan den samlede san-
synlighed for at opna 3 succeser ud af de 5 forsog beregnes ved:

Pr=3)=K(53) (1)°- (1-1)°
~ 16.5%

Her er x den stokastiske variabel for antallet af succeser.

Beregningen kan nu generaliseres ved at anvende n for antallet af gange forse-
get gentages, p for sandsynligheden for et succesfuldt udfald og  for et speci-
fikt antal af succeser:

Plx=r)=K(n,r)-p"-(1-p)""

Denne formel kan nu anvendes til at beregne en sandsynlighedsfordeling for at
opna et specifikt antal r af succeser ud af 5 mulige. Sandsynlighedsfordelingen
opnas ved at saette n = 5 og p = 3 i formlen:

Plo=r) = K6 (3) (1= 5"

Ud fra denne formel kan man nu beregne sandsynlighedsfordelingen som an-
givet i nedenstdende tabel:

T 0 1 2 3 4 5

P(z=r) | 13.2% | 32.9% | 32.9% | 16.5% | 4.1% | 0.4%

Sandsynlighedsfordelingen kan ligeledes repraesenteres grafisk ved et sgjledi-
agram som ses pa figuren nedenfor:
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Hvis man i stedet for at undersege hvad sandsynligheden er for et specifikt
antal succeser, vil undersege hvor mange succeser man kan forvente ud af de
5 forsog, skal man beregne middelveerdien for sandsynlighedsfordelingen:

uw=0-0.132+1-0.329+ ... +5-0.004
~ 1.667

Denne veerdi skal altsa fortolkes som det gennemsnitlige antal af succeser for
uendelig mange realiseringer af de 5 forseg. Det viser sig dog at middelvaer-
dien for en binomialfordeling direkte kan beregnes ved at gange antallet af
forseg med sandsynligheden for et succesfuldt udfald:

p=>5-1~1.667

Denne beregning kan generaliseres til formlen for middelverdien af en bino-
mialfordeling:
p=mn-p

Middelveerdien af en sandsynlighedsfordeling kaldes ogsa for den forventede
veerdi E(x) af den stokastiske variabel x. Grunden til, at det kaldes den forven-
tede veerdi er, at man i en stokastisk (dvs. uforudsigelig) proces ikke kan veere
sikker pd rent faktisk at opnd dette antal af succeser hvis man udferte forseget.

Faktisk er den eneste forudsigelse som man kan gere for en stokastisk proces er
at bestemme et interval ift. antallet af succeser med en tilherende sandsynlig-
hed for at et udfert forseg ville ligge i dette interval. For at bestemme et sadan
interval har man ofte brug for at beregne spredningen af fordelingen, hvilket
for en binomialfordeling kan geres ved folgende formel:

oc=+/n-p-(1-p)

For eksemplet med de 5 terningkast beregnes spredningen af sandsynligheds-
fordelingen ved:

o= 5.1.(171)

~ 1.054

Formlen for binomialfordelingen kan nu opsummeres i folgende seetning.

Binomialfordelingen

For en binomial proces, hvor sandsynligheden for succes er p, der genta-
ges n gange kan sandsynligheden for at opnd r succeser ud af n mulige
beregnes ved:

Plx=r)=K(n,r)-p"-(1-p)" "

hvor binomialkoefficienten beregnes ved:

n!
K(TL,T) = m

Binomialfordelingens middelveerdi ;s og spredning ¢ kan beregnes ved:
p=n-p og o=+/n-p-(1-p)

Middelveerdien kaldes ogsa den forventede veerdi af den stokastiske vari-
abel z som ofte skrives som E(z) = p.

Binomialkoefficienten

Den beregningen der skal foretages for at beregne antallet af kombinationer i
en vilkarlig reekkefolge ved et udtraek kaldes nogle gange ogsa for binomial-
koefficenten og skrives ved notationen () som altsd beregnes ved:

(1) ==

Bemeerk her at notationen for binomialkoefficenten er den samme som for en
vektor hvilket kan skabe en del forvirring idet notationen altsd atheenger af i
hvilken kontekst den forekommer.



