Udfald og sandsynlighed

Hvor statistik essentielt handler om at analysere et givet dataseet af observa-
tioner eller heendelser der allerede er sket, handler sandsynlighed om at kunne
opstille en prognose ift. en fremtidig heendelse. Dette gor at begrebet sandsyn-
lig nok er et af de vigtigste begreber inden for anvendt matematik, hvor det
ofte gar ud pa at opstille matematiske modeller, der kan levere resultater til at
kunne fremseette en prognose om fremtidige haendelser.

For ud over at kunne bestemme sandsynligheden for et bestemt udfald af en
tilfeeldig proces, sdsom at vinde i et lotteri eller at sld et bestemt terningekast,
udgor sandsynlighedsregning ligeledes en god veerktejskasse til at kunne vur-
dere anvendeligheden af en given videnskabelig metode. En videnskabelige
metode, der kan levere et resultat og derved en prognose, som med stor sand-
synlighed er korrekt ift. den virkelige haendelse, er selvsagt en anvendelig me-
tode.

Sandsynlighed kan ogsa betragtes som en storrelse, der beskriver om
hvorvidt noget er forudsigelig (deterministisk) eller uforudsigeligt (stoka-
stisk /probalistisk).

I nogle tilfeelde kan sandsynligheder udledes rent deduktivt, f.eks. kan sand-
synligheden for udfaldet af et terningekast udledes ved at betragte den geome-
triske symmetri i en terning til at alle udfald er lige sandsynlige. I andre tilfeelde
er det system som betragtes sa komplekst, at sandsynligheden skal underseges
induktivt ved brug af statistik. I sddanne tilfeelde skal sandsynlighed betragtes
som greenseverdien af den statistiske analyse hvor antallet af observationer,
dvs. dataseettets storrelse, er uendelig stor. Dette princip kaldes ogsa for store
tals lov.

Sandsynlighedsfelt

Den matematiske struktur til at beskrive sandsynligheder minder meget om
strukturen for statistike metoder hvor forskellen hovedsageligt skal findes i
maden hvorpa de forskellige veerdier skal fortolkes.

Ligesom man i statistik har nogle dataverdier der tilherer en observations-
mengde, dvs. de veerdier man kan observere, har man i sandsynlighed en
udfaldsmeengde der angiver hvilke verdier der kan veere udfaldet af et sto-
kastisk eksperiment. Hvis man f.eks. betragter hvilke mulige udfald, der kan
ske ved at kaste en 6-sidet terning, vil man kunne udlede at udfaldet © ma
tilhere meengden:
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Udfaldsmeengden kaldes ogsa et udfaldsrum.

Ligesom der for statistiske dataseet kunne tilskrives en frekvens til hver mulig
dataveerdi i observationsseettet, kan der for stokastiske eksperimenter tilskri-
ves en sandsynlighed til hver mulig udfald. Dette gores ved brug af sandsyn-
lighedsfunktionen P hvor man indseetter et helt udsagn. Hvis man f.eks. vil
skrive at der er ¢ sandsynlighed for at udfaldet af et terningkast er (3, dvs.
u = (1), skriver man:

Analogien mellem frekvens og sandsynlighed geelder ogsa for dens sum. Li-
gesom i en statistisk fordeling hvor summen af frekvenserne skal give 1 eller
100% skal summen af sandsynlighederne for alle udfald ogsa give 1 eller 100%.
I eksemplet med terningkastet giver dette:
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Ydermere geelder der ligesom frekvenser, at sandsynligheder ikke kan have en
negativ veerdi, hvilket sammen med seetningen om summen sandsynligheder
ogsd medforer, at en sandsynlighed er en veerdi mellem 0 og 1:

0<Pu) <1

Generelt set geelder folgende seetning:

Sandsynlighedsfelt
Et sandsynlighedsfelt er en given meengde af udfald med et tilherende
sandsynlighed for hvert udfald:
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Sandsynligheden for et udfald u er en talveerdi der er sterre eller lig med
0 og mindre eller lig med 1:

OSP(u)Sl

Laegges sandsynlighederne for alle n mulige udfald sammen giver sum-
men 1 (eller 100%):

P(u: ul) +P(u:u2) —|—...+P(u:un) =1

Sandsynligheder kan, ligesom statistiske frekvenser, afbilledes grafisk ved et
sgjlediagram hvor udfaldsmeengden plottes ift. sandsynlighederne for hvert
udfald. For eksemplet med et terningkast af en 6-sidet terning vil sandsynlig-
hedsfordelingen altsa kunne afbilledes ved nedenstdende sojlediagram.
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Udfald

Symmetrisk sandsynlighedsfelt

I tilfeeldet at sandsynlighederne for alle udfald er lige store siger man at man
har et symmetrisk sandsynlighedsfelt.

I eksemplet med et terningkast af en 6-sidet terning vil man, hvis terningen
er "eerlig", netop observere at sandsynlighederne for alle udfald er lige store,
nemlig # hvilket opstillet i en tabel kan vises ved:
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Man har altsa her et symmetrisk sandsynlighedsfelt. Grunden til at sandsyn-
ligheden netop er ¢ kommer af, at der er 6 mulige udfald. Idet summen af
sandsynlighederne skal give 1 og at denne skal deles i 6 lige store sandsynlig-
heder vil hver sandsynlighed veere ;.

Generelt set geelder folgende seetning:

Symmetrisk sandsynlighedsfelt
Et sandsynlighedsfelt er symmetrisk nér sandsynligheden for alle udfald
er lige store:

P(u = ul) = P(u = u2) = oo = P(u = un)

Sandsynligheden for hvert udfald kan ydermere beregnes direkte ud fra
antallet af forskellige udfald n ved:

1

P (u) = ﬁ

Talveerdien n er ligeledes storrelsen af udfaldsmaengden n = |U].

Stokastiske variabler

Som det kan ses af eksemplet pa et terningkast med en 6-sidet terning sé er det
ikke altid at udfaldene er tal. Dette kan selvfolgelig gore selve analysen af et
stokastisk eksperiment vanskeligt og man har derfor ofte brug for en variabel,
der kvantificerer et udfald. En sddan variabel kaldes en stokastisk variabel.

Ift. terningekastet kan man f.eks. veelge at den stokastiske variabel « skal angi-
ve antallet af gjne som terningen viser. I dette tilfeelde vil man kunne opstille
en tabel der viser veerdien af den stokastiske variabel x svarende til udfaldet af
terningekastet og sandsynligheden herfor.
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Af tabellen kan man se at der er en en-til-en sammenheaeng mellem udfaldet u
og den stokastiske variabel z. Derfor er sandsynligheden for at den stokastiske
variabel har veerdien 1 den samme som sandsynligheden for at udfaldet er (-]
og derfor givet ved:

Plz=1)=Pu=0) =3

Det er dog ikke altid at den stokastiske variabel direkte har en en-til-en sam-
menhaeng med udfaldet som det var tilfeeldet med antallet af gjne =. Hvis man
i stedet for definerer en anden stokastisk variabel y som giver talveerdien 1 nar
udfaldet er enten [ eller (J og talveerdien 0 nér udfaldet er enten (J, €3, & eller
(3 kan man opstille tabellen:
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Her kan nu ses at der ikke leengere er en en-til-en sammenhaeng mellem ud-
faldet og den stokastiske variabel y, da der er flere udfald som giver samme
talveerdi for y. Sandsynligheden for at y = 1 skal nu beregnes ved at leegge
sandsynlighederne for alle de udfald hvor y = 1 sammen:

Ply=1)=Plu=0)+Pu=0)
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Der er altsa 33% sandsynlighed for at den stokastiske variabel y = 1. Beregnes
i stedet sandsynligheden for at y = 0, leegges sandsynlighederne for alle de
udfald hvor y = 0 sammen:
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~ 0.67=67%
Det skal her bemeerkes at selvom der er tale om et symmetrisk sandsynligheds-

felt for selve udfaldet u er dette ikke nodvendig geeldende for en stokastisk
variabel som f.eks. y idet:
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