Eulers metode

Betragter man differentialligninger generelt findes der p.t. ikke en universiel
metode til at lose disse analytisk. Eksempelvis er det en betingelse for at kunne
anvende metoden for separation af de variable, at de variable kunne separeres
pa hver side af ligningen. Dette er ikke altid er tilfeeldet og der findes derfor en
handfuld andre metoder til at lose differentialligninger analytisk men hver af
disse har sine begraensninger ift. hvilke differentialligninger man kan lose.

En alternativ tilgang til de analytiske metoder er sdkaldte numeriske metoder.
Her bestemmer man ikke den funktion, der loser differentialligningen, men i
stedet bestemmer man et relativt stort antal punkter, som ligger pa eller tilneer-
melsesvis pd den funktion, der loser differentialligningen.

For at illustrere og validere Eulers metode veelges en differentialligning hvor
man allerede kender den analytiske lgsning som den numeriske losning kan
sammenlignes med.

Som eksempel betragtes differentialligningen:

f(@) =2 f(x)

For at lave en nummerisk beregning omskrives ligningen til en sakaldt folge af
punkter ((zo,0), (z1,41), (¥2,92), ...), i et fast inteval Az s& der geelder at:

;=i -2 og y;=f(z;) hvor i€ {0,1,2, ..}
Differentialligningen kan nu omskrives ift. notationen y; = f(x;):
y{ =2y

Udfordringen nu er, at storrelsen y, ogsa skal kunne beregnes numerisk idet
selve losningsfunktionen f jo ikke er kendt. For at opnd en numerisk metode
til at bestemme y; pa betragtes selve definitionen af differentialkvotienten:

A . — .
yi= Jim (52) = Jim (yl“ y)
Az—0 \ Ax Az—0 Ax

En anden méade at opskrive dette pa er:

r_Yi+1 —Yi

. for Az — 0
Yi A

Og udtrykket for y; indseettes i differentialligningen y; = 2 - y; hvilket giver:

Yi+1 — Yi

=2y for Az —0
Ax

I denne ligning kan man nu isolere y;;1, s der opnas en sakaldt rekursions-
ligning, hvor man kan beregne den naeste veerdi i felgen ud fra de foregaende
veerdier:

Yie1 = 2-Y; - Az +y; for Ax —0

Ligningen geelder dog kun i greensetilfeeldet hvor Az — 0 men ved at velge
en tilstraekkelig lille veerdi af Az kan man approximere y;, til en vilkarlig
ngjagtighed.

Dette illustreres ved at foretage den numeriske beregning af lesningen til dif-
ferentialligningen med Az = 0.1 og begyndelsesbetingelsen at yo = 1.

1o = 1.00

n=2-y-Ar+yo=2-1.00-0.1+1.00 =1.20
Yo =2y - Ar+y1 =2-1.20-0.1 + 1.20 = 1.44
Yys=2-yo-Avr+ys=2-1.44-0.1+1.44 =1.728

Den numeriske losning til differentialligningen ved Eulers metode med Az =
0.1 bliver altsa:

((0.0,1.00), (0.1,1.20), (0.2, 1.44), (0.3,1.728), ...)

Den beregnede numeriske losning ved hhv. Az = 0.1 (red) og Az = 0.05 (gren)
sammenlignes nu med den analytiske losning (bla) i figuren nedenfor.
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Som det kan ses af figuren, starter begge numeriske losninger tet pa den ana-
lytiske men begynder herefter at afvige for sterre z-veerdier. Det der dog er en
vigtig observation er, at losningen for Az = 0.05, dvs. den hvor der anvendes
flest beregningspunkter, er teettere pa den analytiske losning en losningen for
Az = 0.1. Det er netop denne egenskab, at den numeriske losning tilpasser sig
den analytiske losning ndr Az bliver mindre, der gor Eulers metode anvende-
lig.

For at undersoge dette neermere beregnes den relative afvigelse r; mellem den
numeriske y; og den analytiske losning f(z;) for et vilkdrligt punkt i ved:

|f(z:) = yil

T ()]

For at undersoge den relative afvigelse ved en bestemt z-veerdi z = =z, vil dette
svare til at bestemme den relative afvigelse hvor i = Z=. 1 figuren nedenfor er
den relative afvigelse (red) ved z, = 1 beregnet for forskellige veerdier af Az
og ud fra disse punkter er der foretaget en proportional regressionslinje.
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Det ses, at den relative afvigelse er tilneermelsesvis proportional med sterrelsen
pa Az hvilket viser, at man ved Eulers metode kan opna en vilkarlig lav fejl ved
at veelge en tilstreekkelig lav veerdi af Ax.

Sa hvorfor veelger man sé ikke en virkelig lav veerdi for Az for at veere sikker
pé at man har sa nejagtig en beregning som muligt? Grunden til dette er, at jo
lavere en veerdi man veelger for Az, jo flere punkter skal man beregne for at
na frem til en bestemt z-veerdi. Antallet af punkter n der skal beregnes for at
lpsningen ndr frem til en bestemt z-veerdi «. kan beregnes ved:

L

n =
Axr

Heraf ses at Az forekommer i neevneren hvilket vil sige at nar Ax bliver en lille
talveerdi bliver n stor en stor talveerdi.

Sterrelsen af n dvs. hvor mange punkter der skal beregnes i den numeriske
losning er med andre ord prisen for den numeriske beregning da den direkte
kan omsaettes til hvor lang tid og hvor meget strom en computer bruger for at
beregne losningen.

Den relative afvigelse er i nedenstdende figur plottet ift. antallet af beregnings-
punkter n for forskellige veerdier af Az.
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